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Concluding remarks

Real space modified tangent formula convolutions uti-
lizing the Cooley & Tukey fast Fourier algorithm are
fast and convenient. A single cycle of phase extension
from 3 to 2A produces definite improvements in the
3A electron density map. Further work in this and
other applications is in progress.
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Entschmierung von fehlerbehafteten Rontgen-Kleinwinkel-Streukurven

VON GREGOR DAMASCHUN, JURGEN J. MULLER UND HANS-VOLKER! PURSCHEL

Forschungszentrum fiir Molekularbiologie und Medizin der DAW zu Berlin, Physikochemisches Zentrum,
1115 Berlin-Buch, Deutsche Demokratische Republik

(Eingegangen am 9. September 1969 und wiedereingereicht am 15. Januar 1970)

The experimentally determined small-angle X-ray scattering curve is approximated by a Fourier series.
For smoothing the scattering curve a limit for the correlation range of the difference of the electron
density from the average is presupposed. The smoothing, the correction of the slit width error by de-
convolution and the differentiation for the correction of slit height error are carried out with the Fourier
coefficients. The smeared scattering curve is reconstructed by Fourier synthesis. The method makes it
possible to correct scattering curves with random and no-random errors working with digital computers

in on-line or off-line technique.

Einfiihrung

Bei Strukturuntersuchungen mit Hilfe der isotropen
Rontgen-Kleinwinkelstreuung (RKWS) werden aus In-
tensitatsgriinden meist Diffraktometer mit Schlitzgeo-
metrie (Kratky, 1967) benutzt. Hierbei tritt eine, als
Verschmierung (Kratky, Porod & Skala, 1960) bezeich-
nete, apparativ bedingte Verzerrung der Streukurven
auf. Sie muss im allgemeinen vor der weiteren Auswer-
tung der Streukurven rechnerisch eliminiert werden.
Die experimentellen Methoden zur Registrierung der
RKWS sind in den letzten Jahren wesentlich verbessert
worden, Es ist mdglich, RKWS-Diagramme mit auto-

matisch gesteuerten Diffraktometern mit einem Fehler,
der kleiner als 1% ist, zu registrieren. Diese Messge-
nauigkeit darf durch die notwendige Entschmierung
nicht in Frage gestellt werden. Daher sind in den letz-
ten Jahren verschiedene Methoden dafiir diskutiert und
erprobt worden.

Ubersichten iiber die verschiedenen analytisch-nu-
merischen Methoden, die als Entschmierung bezeich-
net werden, geben Hossfeld (1968), Lake (1967), Fje-
dorov (1968), Fjedorov, Andrejeva, Volkova & Voro-
nin (1968) und Taylor & Schmidt (1967). Es sind strenge
mathematische Losungen fiir die die Verschmierung
beschreibende Integralgleichung von Mazur & Wims
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(1966), Stokes (1948) und Fjedorov (1968) angegeben
worden. Die verschiedenen numerischen Methoden re-
agieren aber sehr unterschiedlich und meist sehr emp-
findlich auf die Messfehler der Streukurven. Bei ge-
nauen Messungen der RKWS werden die Diagramme
an endlich vielen Messpunkten punktweise registriert.
Hauptséchliche Fehlerquellen sind statistische Fehler
durch das Quantenrauschen der Strahlung, systemati-
sche Fehler an einzelnen Messpunkten und die end-
liche Zahl der Messpunkte, insbesondere der Abbruch
der Streukurve bei einem bestimmten Streuwinkel (s.
Hossfeld & Maier, 1967). Zur Verringerung der ersten
beiden Fehler erfolgt in den meisten Laboratorien eine
nicht willkiirfreie Glattung der Streukurven vor der
Entschmierung. Der Einfluss des dritten Fehlers kann
durch eine Extrapolation der Streukurve iiber den
Messbereich hinaus verringert werden. Bei der nume-
rischen Glattung oder bei der Glittung ‘per Hand’
werden die Messpunkte durch eine analytische oder
‘glatte’ Funktion verbunden. Bei der Vielzahl der mog-
lichen Streukurven ist die Wahl eines bestimmten ma-
thematischen Funktionstyps zur Glittung willkiirbe-
haftet. Dem off-line oder on-line Betriecb von RK WS-
Diffraktometern mit Rechenautomaten ist ein derarti-
ger Eingriff von Hand hinderlich.

Von der Fouriertransformierten, dem Spektrum der
Streufunktion, ist dagegen schon vor der Messung be-
kannt, dass sie oberhalb einer Grenzfrequenz, die die
Dimension einer Linge hat, identisch verschwindet.
Diese Grenzfrequenz der Streukurve, die vor der Mes-
sung abgeschétzt werden kann, ist entweder durch den
Durchmesser der Kohérenzbereiche des Diffraktome-
ters gegeben oder ist durch die Korrelationsreichweite
der Nahordnung in der Probe bestimmt. Im folgenden
wird ein Verfahren beschrieben, das es gestattet, feh-
lerbehaftete Streukurven direkt zu entschmieren. Die
Streukurve wird vor der Entschmierung einer numeri-
schen Frequenzfilterung unterzogen, durch die das
Signal-Rausch-Verhiltnis vergrdssert wird. Glattung,
Léangen- und Breitenentschmierung erfolgen in einem
einheitlichen Rechenverfahren, wobei vorhandene phy-
sikalische Vorkenntnisse iiber die streuende Probe und
fiber die Apparatur zur Glittung der Streukurve opti-
mal ausgenutzt werden.

Theorie

Die registrierte Streukurve S(m) ldsst sich durch die
Integralgleichung

S(m)=Gy(m)
+ o0 o
X[Gz(m)*S P(t)l(l/m2+t2)dt]+N(m) (1)
darstellen.
m Koordinate senkrecht zur Spaltrichtung,
m=brl,
b= % = ﬁ;ﬁ [A-1], 20 Streuwinkel;

t Koordinate in Spaltrichtung;
r Abstand Priparat-Registrierebene;
G(m) Stufenfunktion, die den Abbruch der Messun-

gen bei endlichem mmax in der Registrierebene
beschreibt,

1 fiir {m] < mmax
Gy(m)= { 0 fiir |m| > Pipax;

Faltungsintegral iiber Primarstrahlquerprofil
und Empfangerspaltbreite;

N

L T ™ T
mammamnzdbmngdsmnsdm neAm

Gy(m)

S(m)

Tm =2m(ng-n,)

Fig.1. Darstellung der periodischen Fortsetzung der Streu-
kurve S(m) und der Lage der im Text erwdhnten Intervalle.
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Fig.2. Relativer Verlauf der durch Fourierentwicklung von
Hohlkugelstreukurven, (R=100A; k=0,6), erhaltenen
Koeffizienten 4, im Intervall 20<p <42: (a) Fiir die theore-
tische verschmierte Hohlkugelstreukurve; (b) fiir die mit
0=0,033 fehlerbehaftete verschmierte Hohlkugelstreu-
kurve; (¢) fiir die mit 6=0,066 fehlerbehaftete verschmierte
Hohlkugelstreukurve; (d) fiir die bei m=2,25 mit einem
Maximum versehene verschmierte Hohlkugelstreukurve,
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P(t) Faltungsintegral von Intensititsverteilung im

Primarstrahllangsprofil und Zahlrohrspaltemp-

findlichkeitsverteilung;

I(m) Entschmierte Streufunktion;

N(m) Stochastische Funktion, die die bei endlicher
Messzeit stets vorhandenen Abweichungen von
S(m) vom Mittelwert {S(m))r -« beschreibt.

Die strenge Auflosung von Gleichung (1) nach der the-
oretischen Streufunktion I(m) ist durch den Term
N(m) nicht moglich.

G4(m) ist dann vernachléssigbar, wenn die Streukurve
bis zu Werten m gemessen oder fortgesetzt wird, bei
denen die Grosse der Streufunktion klein gegeniiber
den Messfehlern wird. Gleichung (1) vereinfacht sich zu

S(m) = Go(m) + Sw P@t). I(/mE+12)dt+N@m). (2)

Die Fouriertransformierte von Gleichung (2) lautet

s(x)=gox) . & {S

i P(1) . I(Vm2+12) dt} +n(x),
(3)

5(x), g2(x), n(x) sind die Fouriertransformierten von
S(m), Go(m), N(m). Die Faltung der Streukurve mit
der Funktion G,(m), d.h. die Breitenverschmierung,
geht im Fourierraum in eine Multiplikation iiber. In-
dem Gleichung (3) durch g,(x) dividiert wird und an-

schliessend eine Riicktransformation erfolgt, wird die-
ser Verschmierungseffekt korrigiert (Stokes, 1948).

s |\ - SR/CHNN
F 1{g—2(§}—S_OOP(t).I(l/m2+t2)dt+¢° 1{g2(x)}

Q)

Der Term %! {:;—(()%} stort bei der Auflosung von
2

Gleichung (4) nach der unverschmierten Intensitit

I(m).

Durch eine vor der Messung mogliche Abschitzung
X=L der Korrelationsreichweite L der Uberschuss-
elektronendichte in der Probe lisst sich fiir die ver-
schmierte und unverschmierte Streukurve eine obere
Grenzfrequenz X angeben. (Damaschun, Miiller & Piir-
schel, 1968a; Damaschun & Piirschel, 1969, 1971). Mit
dieser physikalisch begriindeten oberen Grenzfrequenz
werden durch eine mathematische Frequenzfilterung
der Streukurve alle Frequenzen X’ > X abgeschnitten.
Da das Rauschspektrum im allgemeinen nicht fiir
X'>X verschwindet, bedeutet die Einfiihrung eines
mathematischen Tiefpasses eine Glittung der experi-
mentellen Streukurve. Erfahrungsgemiss wird hier-
durch bei den iiblichen Abstinden zwischen den Mess-
punkten der Rauschanteil N(m) auf ca. 5-10% des ur-
spriinglichen Wertes reduziert und damit gegeniiber
dem ersten Term in den Gleichungen (2) und (4) ver-
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Fig. 3. Verlauf der verschmierten, normierten Hohlkugelstreukurve Z(m), mit dem Hohlkugelaussenradius R=100 A und Innen-

radius R=60 A:

Theoretischer Kurvenverlauf; AAAAA experimentelle, mit 0 =0,066 fehlerbehaftete Intensititswerte;

...... durch Fouriersynthese nach Gleichung (8) rekonstruierte Hohlkugelstreukurve, Abbruch der Reihe beim 24. Koef-
fizienten (M =24); + + + nach Einfiihrung des Konvergenzterms aus Gleichung (10) erhaltene geglittete, verschmierte Hohl-

kugelstreukurve (M =42, exp [—a(M — M)2=0,01]. An Punkten, an denen die Werte . ..

nicht dargestellt sind, stimmen diese

mit den Intensitdten + + + innerhalb der Zeichengenauigkeit iiberein.
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nachla551gbar Gleichung (4) lasst sich dann im all-
gemeinen nach I(m) auflosen, und nach Einfithrung
der diskreten Abszissenwerte m;=j x Am erhilt man

I( )__ - Smj d['/ _1{S§;‘3/g2(x)}]

F (I/m2
Vm2 —'mf

%), siehe Gleichung (17).

)
F(Y m?—ni?

Gleichung (5) kann nun numerisch geldst werden.

Als Darstellungsform von S(m) bietet sich eine Ent-
wicklung nach dem vollstidndigen, orthogonalen Funk-
tionensystem 1, cos x, sin x, ... cos Nx, sin Nx, ...
an (Dijkstra, Kortleve & Vonk, 1966, und Damaschun,
Miiller & Piirschel, 1968b), da hier die Frequenzfilte-
rung zur Glittung unmittelbar durchgefithrt werden
kann.

Mit

m—mmpin=Hn.4m,

Mmax—Muin=N . 4dm, (6)
Mmin =8 . Am,

Mmax=HNg . Am ,

gilt die Fourierentwicklung

Sy (m)= Syl dm(n+ )] =340+ -“;—N cos (. 1)

+3 Apcos @), (D)

d.h. die gerad-symmetrische Streufunktion wird mit
Tm=2(Mmax— mmin) periodisch fortgesetzt (Fig. 1).
Die Dirichlet’schen Bedingungen fiir die Existenz
einer Fourierentwicklung sind fiir experimentelle Streu-
kurven immer erfiillt. Durch die Fourierreihe (7) wird
jeder Messwert genau w1edergegeben Der Tiefpass
wird realisiert, indem wir nur M Fourierkoeffizienten
in der Summe (7) beriicksichtigen, so dass sich ergibt

SH (m)=S¥[dm . (n+ny)]

=3A,+ z Apcos (mpn/N). (8)
p=1
M ist die sich aus der oberen Grenzfrequenz X erge-
bende Anzahl der Fourierkoeffizienten 2BX, die zur
vollstindigen Darstellung der theoretischen Streukurve
bendtigt wird, mit B=mmax/r . A, der Abszisse des
letzten bekannten Intensititswertes. _
Der Abbruch der Fourierkoeffizienten bei p=M ent-
spricht der Multiplikation der Spektralfunktion s(x)
mit einer Stufenfunktion f(x) im Fourierraum.

_Jefur0gix|sX
fx)= { 0fir  |x>X,
d.h. einer Faltung der Streukurve mit der Funktion

2nmX )

I(m)= - ;’:; . sin ( 4 ©)
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Fig.5. Entschmierte Hohlkugelstreukurve, erhalten aus der
mit ¢=0,033 fehlerbehafteten Streufunktion: Theo-
retischer Verlauf der entschmierten unverrauschten Streu-
kurve; + -+ 4 Verlauf der Hohlkugelstreukurve, erhalten
aus der mit M=42, exp[—a(M—M)2]=0,1 geglitteten,
experimentellen Streukurve; entschmierte Hohl-
kuzgelstreukurve ohne vorangegangene Glittung, N=M=
15
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Es konnen dabei Pseudoschwingungen auftreten, die
dem wahren Streukurvenverlauf {iberlagert sind. Diese
Schwingungen werden durch einen Konvergenzterm
gedampft, d.h. bei der Rechnung werden noch weitere
M — M Fourierkoeffizienten in (8) beriicksichtigt, die
jedoch mit dem Konvergenzfaktor exp [—a(p—M)7
multipliziert werden.
Fiir die geglattete Streukurve erhalten wir

SH(m)y=SH¥[Adm(n+ny)]= %3 + %Ap . cos (zpn/N)
=1

M
+ 2 Ap.exp[—a(p—H)].cos(npn/N), (10)
p=M+1

a wird so gewihlt, dass ein Abfall der Grosse von A,
auf & (bzw. 135, 150 - - -) des urspriinglichen Wertes
resultiert. Mit Gleichung (10) werden alle weiteren
numerischen Rechnungen zur Losung der Integral-
gleichung (5) durchgefiihrt.

Numerische Rechnungen

‘Unendlich’ langer Primdrstrahlvernachldssigbarer Breite
Gleichung (5) vereinfacht sich bei diesen Bedingun-
gen zu

1

"'maxdst dm
fmp=— L\ O ST

)
g dm  YmP—m?
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Fig.6. Entschmierte Hohlkugelstreukurve, erhalten aus der
mit 6=0,066 fehlerbehafteten Streufunktion: Theo-
retischer Verlauf der unverrauschten entschmierten Streu-
kurve; + 4 + Verlauf der Hohlkugelstreukurve, erhalten
aus der mit M=42, exp[—a(M—M)2]=0,01 gegldtteten
verrauschten Streukurve.

Gy(m) wird zu einer §-Funktion, deren Fouriertrans-
formierte g,(x) konstant ist. F(m) ist ein konstanter
Faktor, der geeignet normiert werden kann (Kratky
et al., 1960). Die obere Integrationsgrenze in Gleichung
(5) ist zu ersetzen durch mmax, das entweder durch
einen geniigend grossen Messbereich experimentell
oder, bei Vorliegen eines Kurvenauslaufes der Form
1/m® (Hosemann & Bagchi, 1962), durch analytische
Fortsetzung der Streukurve nach
by b, b

—— . . 3
SEg(m)= p; + o + " +

by
P (12)
erreicht wird. Die Koeffizienten b;, i=1 (1) 4 werden
mittels der Methode der kleinsten Quadrate (MdkQ)
aus den Intensititen an den Punkten ny x Am<m<ns
x Am berechnet. mmax ergibt sich aus dem relativen
Abbruchfehler fiir einen entschmierten Intensititswert
im m—4-Auslauf
2— Vl__'m%/mt%mx . (2+m?/m12nax)

5 (13)
und wird so gewahlt, dass Abbrucheffekte in Form von
Schwingungen bei der Berechnung der Fourierkoeffi-
zienten vermieden werden. Die Streukurve S(m) liegt
nun im Intervall (n; . Am,ns . Am) an N+ 1 dquidistan-
ten Punkten vor und wird in die Fourierreihe (10) ent-
wickelt, Die Berechnung der Fourierkoeffizienten er-
folgt nach

Ap= % S(ny . dm)x IN SN

F~ (mi, mmax) =

9 N=1
+n;) . 4m] . cos (pm)+ i > Sln
n=1

+n)dm] . cos (mpn/N), p=0(Q) M, (14

mittels eines Rekursionsverfahrens nach Ralston &
Wilf (1960).

Durch die Glattung der experimentellen Streukurve
ist die Bildung der in Gleichung (11) benétigten Ablei-
tungen unproblematisch geworden. Man erhélt durch
analytische Differentiation

dSH(m) _ dSH[Am(n+ny)]

dm d[dm(n+ ny)]
_ IT’Ap.n.p . npn)
= Zl Am . N ‘S‘H(W
_% Ap.m.p
p=M+1 4m . N

x exp [—a(p— ) . sin (’L]’;E) (15)

Mit Gleichung (15) wird jetzt die Integralgleichung (11)
nach der Methode von Heine & Roppert (1962) durch
intervallweise Integration gelost.

Fiir den Fall, dass die Streukurve im Innenteil sehr
stark abfillt, konvergiert ihre Fourierreihe schlecht.
Es wird dann aus den Intensititswerten bei n, . dm
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<m<n;. Am (Fig. 1) das Polynom

SA(m)— — + —= + + — (16)
mittels der MdkQ berechnet, von der Streukurve sub-
trahiert und analytisch entschmiert. Die Restkurve
wird in eine Fourierreihe entwickelt, fiir die jedoch
keine theoretische obere Grenzfrequenz M’ angegeben
werden kann. Nach praktischen Erfahrungen ist die
Zahl der Fourierkoeffizienten M= N/2 im allgemeinen
ausreichend. Nach der Differentiation der Reihe er-
folgt die weitere Entschmierung nach Heine & Rop-
pert. Beide Teilkurven werden nach der Entschmierung
addiert und ergeben die Gesamtkurve.

Endlich langer Primdrstrahl vernachldssigbarer Breite
Die Integralgleichung (5) vereinfacht sich zu
Mmax M 2 2

Im)= — - dsym) F(/n mdm g

T S dm V m?— m?
wobei F(m) nach Mazur & Wims (1966) oder Fjedo-
rov et al. (1968) aus dem Primarstrahlldngsprofil be-
rechnet und punktweise mit der Ableitung der Streu-

kurve multipliziert wird. Der so erhaltene Integrand
wird nach Heine & Roppert weiter behandelt.

‘Unendlich’ langer Primdrstrahl mit endlicher Breite
Die zu 16sende Integralgleichung lautet

I(m;)=— - . am i

(18)

Es werden, wegen der geraden Symmetrie, die Fourier-
cos-Transformierten von Gi(m),gx(x), und von
S(m)—s(x) berechnet. Wegen des beschrankten Mess-
intervalles 0<b<B ergeben sich die Reihendarstel-
lungen
s(x)=

8(x) + %}Ak .d(x—k/2B),  (19)
k=

£0
5

gz(x)——— o(x)+ ZBk o(x—k[2B), (195)

wobei d(x) die Diracsche Deltafunktion und B=
Mmax/Ar ist. Fiihrt man die Division im Fourierraum
aus, so erhilt man

s(k/2B) _ 4,
2:(k/2B) ~ B,

Der Grenziibergang ¢ — 0 ist bei der iiblichen Dar-
stellung der J-Funktion (Macke, 1961) erst nach der
Division auszufiihren. Fiir die experimentellen Breiten-
profile sind Nullstellen By=0 erst fiir sehr grosse
k (k> M) zu erwarten. Zur Kontrolle wird die Fourier-
analyse der Spaltbreitenfunktion jedoch vor dem ei-
gentlichen Entschmierprozess ein fiir allemal durch-
gefiihrt, und zur numerischen Entschmierung werden

=A,,k=0(I) N. (20)

nur die Koeffizienten Bi benutzt. Mit den so erhalte-
nen neuen Fourierkoefﬁzienten A;, wird der Differen-

"()

tialquotient — nach Gleichung (15) berechnet

und die Langsentschmlerung nach Heine & Roppert
angeschlossen.

Anwendungen

Die Entschmierung fiir ‘unendlich’ langen Primérstrahl
vernachléssigbarer Breite wurde u.a. an der normier-
ten Hohlkugelstreukurve ¢(m) (Aussenradius der
Hohlkugel 100 A, Innenradius 60 A), die fiir den Be-
reich 0< b [A-1]<0,195/2x, (0<m < 19,5), von Schmidt
(1955) berechnet wurde, durchgefiihrt.

Die Zwischenwerte wurden mittels der Sampling-
Point-Funktion

sin (2nXb)

o) = T[1+2 zm( 1ye/1 — (2%)](21)

berechnet, wobei X eine beliebige Strecke ist, die gros-
ser als der grosste Durchmesser der streuenden Teil-
chen gewidhlt wird, so dass die bekannten Werte zu
Sampling-Punkten werden.

Wir mdchten darauf hinweisen, dass mit dieser For-
mel oder mit der von Damaschun & Piirschel (1971) in
Kombination mit der Debyeschen (1915, 1927) For-
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Fig.7. Entschmierte Hohlkugelstreukurve, berechnet aus der
mit einem Maximum bei m=2,25 versehenen theoretischen
Streukurve: — Theoretischer Verlauf der exakten
Hohlkugelstreukurve; + + + Hohlkugelstreukurve, be-
rechnet aus der mit M =42, exp [—a(M— M)2]=0,01 ge-
glitteten, modifizierten Streukurve.
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mel bei der Berechnung von Streukurven zusammen-
gesetzter Streukorper eine erhebliche Einsparung von
Rechenzeit gegeniiber der Berechnung mit der Debye-
schen Formel alleine (z.B. Lake & Beemann, 1968),
moglich ist.

Die Streukurve wurde nach c¢/b3 mit der theoreti-
schen Konstanten (Porod, 1951)

-~ /(3 Op

¢ 2 'fe.vp

(O, Oberfliche der Hohlkugel, f. Charakteristikflache,
vp Hohlkugelvolumen), bis B=0,38/2z[A-!], d.h.
mmax =38 analytisch fortgesetzt, so dass sie an insge-
samt N=152 Punkten bekannt war. Die Zahl der von
Null verschiedenen Fourierkoeffizienten betrigt mit
X=200 [A] M=24. In Fig. 2 ist der Verlauf der
Fourierkoeffizienten dargestellt. Die mit M =30 durch-
gefithrte Entschmierung der theoretischen Kurve zeigt
beste Ubereinstimmung mit der analytisch entschmier-
ten Streukurve. Die Abweichungen von den theoreti-
schen Werten liegen in der Grossenordnung einiger
Promille und lassen sich zeichnerisch praktisch nicht
darstellen. Aus der theoretischen Streukurve wurde
durch Uberlagerung von Quantenrauschen eine expe-
rimentelle, fehlerbehaftete Streukurve gewonnen. Es
wird die Entschmierung einer mit einem relativen mitt-
leren quadratischen Fehler ¢=0,033 und einer mit

0=0,066 versehenen Kurve ¢(m) durchgefiihrt. Den
Fig. 2(b) und (c) ist zu entnehmen, dass das Quanten-
rauschen einen Anstieg der héheren Fourierkoeffizien-
ten zur Folge hat. Der Abbruch der Fourierreihe (8)
bei M =24 fithrt in beiden Fillen zu betrichtlichen
Schwingungen um die theoretische verschmierte Streu-
kurve (Fig. 3). Fiir 6=0,033 werden diese Pseudoex-
tremwerte durch M =42, exp [—a(24-42)1]=0,1 vollig
beseitigt, und fiir 6=0,066 wird das durch M =42,
exp [—a(24-42)?]=0,01 erreicht (Fig. 3). Zur besseren
Sichtbarkeit der Effekte wurde in Fig. 4 fiir 6=0,066
eine Ausschnittsvergrdosserung des Intervalles 10<m
<22 dargestellt, der zu entnehmen ist, dass die geglat-
tete innerhalb der Rauschfehler mit der theoretischen
Streukurve iibereinstimmt. In Fig. 5 ist die entschmierte
Streukurve fiir 6=0,033 dargestellt. Die Abweichun-
gen vom theoretischen Wert betragen in den ersten
vier Maxima weniger als 3%. Fiinftes und sechstes
Maximum werden in ihrer Lage richtig wiedergegeben.
Die Abweichungen vom Sollwert in den letzten Maxi-
ma sind auf die analytische Fortsetzung der Streukurve
nach ¢/m? zuriickzufiithren. In Fig. 5 ist zum Vergleich
die entschmierte Streukurve enthalten, die bei Beriick-
sichtigung aller N+1 Fourierkoeffizienten erhalten
wird. Man sieht, dass bei fehlender Filterung eine
durch den Entschmierungsprozess vollig verfilschte
Streukurve erhalten wird. Fiir die mit 6,6 % Rausch-
fehlern versehene Streukurve ist Fig. 6 ebenfalls eine
gute Ubereinstimmung von Sollkurve mit der nach

RPN U S

tes und sechstes Maximum besitzen wieder die richtige
Lage. Ohne Frequenzfilterung ist diese Kurve nicht
mehr zu entschmieren.

Bei der Registrierung von Streukurven kénnen an
einzelnen Messpunkten erheblich verfilschte Impuls-
raten, z.B. durch HF-Einstreuungen und &dhnliche Ef-
fekte, registriert werden.

Bei on-line Betrieb mit einem Rechner kann keine
Korrektur von Hand aus erfolgen, und das Ent-
schmierungsprogramm lauft fiir die verfalschte Kurve
ab. Das beschriebene Verfahren ist durch die Frequenz-
filterung auch gegen solche Fehler recht stdrunanfal-
lig. Zur Demonstration wurde die theoretische Streu-

kurve @(m) mit einem Maximum bei m=225 ver-
sehen, d.h. es wurden 40% des exakten Intensitéts-
wertes zu diesem addiert. Fig. 2(d) zeigt ein starkes An-
steigen der Fourierkoeffizienten. Abbrucheffekte wer-
den durch die Wahl von M =42, exp [—a(24-42)]=
0,01 vermieden. Fig. 7 zeigt die gute Ubereinstimmung
zwischen der Sollkurve, d.h. der ohne Maximum ent-
schmierten, und der durch das Maximum modifizierten
und anschliessend numerisch entschmierten Kurve.
Die Rechnungen wurden auf dem Rechenautomaten
ZRA 1 des Rechenzentrums des VEB Carl Zeiss durch-
gefiihrt.

Diskussion

Das beschriebene Verfahren wurde ausser an den im
vorangegangenen Kapitel angegebenen Beispielen an
einer grossen Zahl theoretischer und experimenteller
RKW-Streukurven mit gutem Erfolg erprobt. Die er-
reichte Genauigkeit bei der Entschmierung von theo-
retischen Streukurven ohne Messfehler (4S5/S~10-4)
entspricht der, die bei Entwicklung der Streukurven
nach Hermiteschen Funktionen nach Hossfeld (1968)
erreicht wird. Bei beiden Verfahren ist es im Gegen-
satz zu anderen Methoden, z.B. Fjedorov et al. (1968),
ohne Schwierigkeiten mdglich, Streukurven mit vielen
Nebenmaxima zu entschmieren. Die vor der Ent-
schmierung erfolgende Glattung der Streukurven
durch Unterdriickung oder Dampfung der hoheren
Fourierkoeffizienten benutzt physikalische Informa-
tionen iiber das streuende System, die vor der Durch-
fithrung des Streuexperimentes bekannt sind. Bei der
Untersuchung verdiinnter monodisperser L&sungen
von Proteinen, Viren, Zellpartikeln, Latexteilchen u.a.
sind oft Abschitzungen des grossten Durchmessers der
streuenden Teilchen moglich (Damaschun et al.,
1968a).

Sind bereits RKWS-Diagramme der Substanz aus
vorangegangenen Experimenten bekannt, kann aus
diesen der grosste Durchmesser der streuenden Objekte
berechnet werden (Damaschun, Kley, Miiller &
Piirschel, 1968). Ferner kann der grosste Durchmesser
aus wenigen Punkten im Innenteil der Streukurve von
globuldren Partikeln mit Hilfe der wahrscheinlichen
Ungleichung 5 Rs>L>2 Rs (Damaschun & Piirschel,

obigen Verfahren ermittelten entschmierten Streu- & 1969) abgeschitzt werden. Auch bei dichten Syste-

kurve bis zum vierten Maximum zu entnehmen. Fiinf-
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men ist z.T. aus physikalischen Griinden eine Ab-
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schatzung der Korrelationsreichweite moglich. Voraus-
setzung fiir eine Glattung nach dem beschriebenen Ver-
fahren ist immer, dass der Abstand zwischen den Mess-
punkten kleiner ist, als der durch die Korrelationsreich-
weite L gegebene maximale Samplingpunktabstand
4b=1/2 L. Dies ist jedoch bei praktischen Messungen
erfahrungsgemass immer der Fall. Oelschlaeger (1969)
hat ein der beschriebenen Glittung verwandtes Ver-
fahren ausgearbeitet, aus fehlerbehafteten Messwerten
an beliebigen Stiitzpunkten genauere Werte der Streu-
funktion an den Sampling-Punkten zu gewinnen. Ein
unserer Meinung nach wichtiger Vorteil der beschrie-
benen Methode besteht darin, Lingen- und Breiten-
entschmierung in einem Rechengang durchfiihren zu
konnen.

Die Glittung passt sich dabei organisch in die Rech-
nung ein. Verfahren, die ohne Glattung arbeiten, kon-
nen grundsatzlich nur die fehlerbehaftete Streukurve
entschmieren. Die Beriicksichtigung einer Abschitzung
der Korrelationsreichweite nutzt nur bekannte physi-
kalische Tatbestinde zur Glittung aus. Eine weiter-
gehende Glittung wire nur moglich, wenn der mathe-
matische Typ der Streufunktion von vorneherein be-
kannt wére. Um ihn zu ermitteln und damit Struktur-
untersuchungen durchzufithren, werden aber gerade
die Streuexperimente durchgefiihrt.

Fiir Diskussionen und die Uberlassung von Manu-
skripten sowie weiterer Unterlagen mochten wir den
Herren Prof. Dr O. Kratky, Dr H. Oelschlaeger, Dr
H. Leopold aus Graz, Herrn N. Smirnov aus Pusch-
tschino und Herrn Dr F. Hossfeld aus Jiilich unseren
verbindlichen Dank aussprechen.,
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The Energy Flow of X-rays in Silicon Single Crystals
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The angular divergence of the energy flow of anomalously transmitted X-rays in nearly perfect silicon
crystals has been determined experimentally from image widths of dislocations on X-ray topographs.
Anomalous transmission of copper, iron, and chromium radiation has been used. The result is compared
with calculations using the dynamical theory of diffraction. It is shown that the angular divergence is
almost constant regardless of the X-ray wavelength and that it can be made to decrease only by in-

creasing the crystal thickness.

Introduction

According to the dynamical theory of diffraction a
number of wave fields are produced in a crystal when

an incident wave satisfies the Bragg condition for a
particular set of lattice planes. The situation is de-
scribed with the aid of the dispersion surface in recip-
rocal space. Each wave field corresponds to a point on



